Ejercicios de Analisis Funcional
Relacion 6 - Los tres principios fundamentales del Analisisuncional

1. SeaX un espacio vectorialy, 5 : X — R dos seminormas y € X* verificando que

[f(@)] < alz) + () (reX)

Prueba que existen dos funcionales linealgsc X* tales que para tode € X se
verifica que:

f(x) = g(z) + hz);  |9(@)] < alx);  [h(x)] < B(z)

Sugerencia: Trabaja en el espacio vectorial prodiXcto X .

. SeaX un espacio normado redl/ un subespacio vectorial de y f, g funcionales
lineales enV/ verificando que

[f(m)] +lg(m)| < lm[] (meM).
Prueba que existef, G € X* que extiende & y a g respectivamente y verifican que
|F(x)] + |G (2)] < [lzf|  (zeX)
Sugerencia: Usar los funcionalés- gy f — g.

. SeaM = {(z,y)eR?*: 2 +y =0}y f : M — R el funcional linealf (z, —z) = .
Calcula la norma d¢ cuando enM se consideran las normas inducidas por las
normas|| ||2, || [l1 Y || [« €nR%. En cada caso calcula todas las posibles extensiones
de f alR? conservando la norma.

. Consideremos el subespacio vectoridRdelado potM = {(z,y) eR? : y — 2z = 0}

y el funcionalf : M — R dado porf(z,y) = x para todo(z, y) € M. Calcula una
extension Hahn-Banach déen /2 y comprueba que es Unica. Estudia el mismo
problema erf?.

. SeaX un espacio normaddy/ un subespacio d& y v € X \ M. Prueba que la
formalinealf : M & Ku — K dada porf(m + Au) = X\ es continua si, y solo si,
u ¢ M, en cuyo casd|f|| = 1/ dist(u, M).
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6.

10.

11.

12.

SeaX un espacio normaday/ un subespacio d& y u € X. Prueba que existe
feX*talque|f(r)| < dist(z, M) paratodor€ X y f(u) = dist(u, M).

Se considera el espacio normado rgal el subespacio
M ={zet, :z(1) —3z(2) =0}

Calcula una extension Hahn-Banach del funcighall/ — R dado porf(x) = z(1)
para todar € M.

. a) SeaM un subespacio cerrado de un espacio de Hilbest f : M — K un

funcional lineal continuo. Prueba que el funcioal H — K dado porF(z) =
f(Py(z)) donde Py, es la proyeccion ortogonal sobfd es la Unica extension
Hahn-Banach d¢.

b) En el caso en qué/ sea un hiperplano dado pdf = {xeH : (x| a) =0},
dondeac Hya # 0,y f: M — Kvenga dado pof(z) = (z | b), prueba que la
Unica extension Hahn-Banach fle&iene dada por

P =0 - el wen
c) SealM = {feLz[O, 1] : jol zf(z)dz = 0} y seap : M — K el funcional lineal

y continuop(f) = jol 2% f(z) dz paratodof € M. Calcula la Unica extensién Hahn-
Banach dev.

. Prueba que para cadéc N existef € C'[0, 1]* verificando quef (p) = p’(0) para to-

do polinomiop de grado menor o igual qug.¢ Existe un funcional lineal y continuo
fenClo0,1] tal quef(p) = p’(0) para todo polinomigp?

SeaX un espacio normadoye Sx. Prueba que existe un subespacio cerradde
X talqueX = M ¢ Kz y dist(z, M) = 1.

SeanX eY espacios de Banachlye L(X,Y') un operador lineal continuo y sobre-
yectivo. Sea”’ C X un subconjunto no vacio d€. Prueba qué’(C') es cerrado si,
y solo siker(T") + C' es cerrado.

SeanX eY espacios de Banachlye L(X,Y') un operador lineal continuo y sobre-
yectivo. Prueba que existe > 0 tal que para todg <Y existere X conTz =yy
]l < m]lyl]-
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13. SeanV/ y N subespacios cerrados de un espacio de Baligeltes queX = M@ N.
Prueba que existe > 0 tal que||m|| < k||m + n|| paratodosne M, ne N.

14. Seary|. |1 y || . || dos normas completas en un espacio vectofiaue tienen los
mismos funcionales lineales continuos. Prueba que diabrasas son equivalentes.

15. Limites de Banach.Sea/,, el espacio de Banach de las sucesiones acotadas de
numeros reales. Sedn S : /., — ., los operadores definidos por:

Tx = (0,2(1),2(2),z(3),...), S(z)=(2(2),2(3),...) (v€Llx)
SeaY = {x — Tz :x€l} Yy ulasucesion constante, 1,1,...).

a) Prueba quéist(u,Y) = 1.

Sugerencia. Si € /., dados > 0, tiene que existir algum € N tal que
z(n)—x(n—1) <e.

b) Seap € ¢ tal quep(u) = 1 = ||¢]| ¥y ker(p) D Y (cuya existencia es
consecuencia del teorema de Hahn-Banach). Pruebao@lie) = ¢(z) y
p(Sz) = ().

c) Sear €/, y pongamosn = inf {z, : neN}, M = sup {x,, : n€N}. Prueba

m+ M

quem < ¢(x) < M.
p(x) — @(x—m+Mu) .
2 2

d) Aplicando el resultado obtenido en el punto anteriof’gx) deduce que para
todox €/, se verifica:

Sugerencia

liminf{z,} < ¢(z) < limsup{z,}

e) Sear €/, unasucesion periddica, es decir, exjsteN tal quez(p+n) = x(n)
para todo: € N. Calculap(x).
16. Para cadacN seaf, : /., — K el funcional definido por

folz) = z(1) + x(Q)T—Ll— <o+ x(n)

SeaM = {ze€ly : {f.(x)} convergé, y definamos el operaddr : M — K por
F(z) =lim{f,(z)} paratodaor € M.

(x€ls)

a) Prueba que, € yque|f.|| =1 paratoda:eN.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

b) Prueba qué/ es un subespacio vectorial cerradddeque contiene al espacio
c de las sucesiones convergentes.

c) Prueba qué’ e M* con||F|| = 1y queF(z) = lim{z,} para todorcc.

d) Sear(z) = (2(2),x(3),...), Va € {w. Prueba que: — 7(z) € ker(F') ¢ M
para todor € /.
e) Deduce que existé € %, extension dd”, tal que||S|| =1y S(z) = S(7"(x))
para todor €/, y para todor € N.
f) Prueba ques(0,1,0,3,...) = 1. ¢Cuanto val&(1,0,0,1,0,0,1,...)?
Seal/ un subespacio vectorial de un espacio normddp 7" € L(M, (,). Prueba
que existeS € L(X, () que extiende &'y ||S|| = ||T|-

SedH un espacio de Hilbert ¢, T : H — 7 operadores lineales con la propiedad
de que para todas, y € H se verifica quéT'(x) | y)) = (z | S(y)). Prueba qué™y
S son continuos YT'|| = |||

Prueba que en el espacio de Ban@gf, 1]) las funciones que son derivables en el
puntol/2 forman un conjunto de primera categoria.

SeaX un espacio normado y : C — X una funcién entera, es decir, derivable en
C. Prueba que sf esta acotada entonces es constante.

Prueba que st es un espacio normado reflexivarye X*, entonces existe € Sx
tal quez*(x) = ||z*||.

SeaX un espacio de Banach. Prueba qu& $icontiene un subespacio cerrado pro-
pio que separa los puntos de entoncesX no es reflexivo.

La aplicacion identidad; : (¢4, ]| . 1) — (¢1,] - ||s) €S continua. ¢ Es continua su
inversa? ¢, Contradice esto el teorema de los isomorfismoartkcB?

SeanX un espacio de Banacl, un espacio normado¥ : X — Y una aplicacion
lineal. Se define una nueva normaXmediante la expresidfz||| = ||z|| + || 7(z)||
para todar € X. Prueba que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a)T es continua.
b)|l. 1y |l - ||| son normas equivalentes.

c) ||| - |ll es una norma completa én
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

SeanX e Y espacios de Banach : X — Y una aplicacion lineal y continua.
Prueba qué es inyectiva yI'(X) es cerrado el si, y solo si, existen > 0 tal que
|T(x)|| = m||z| paratodar € X.

Seal/ un subespacio cerrado dgy de/,. Prueba que las normas inducidasién
por/,y £, son equivalentes.

Seau € K" una sucesion tal que para todoc ¢, se verifica que la sucesion
{z(n)u(n)} esta acotada. Prueba que /..

Sea > 1y x € K" una sucesion tal que para toge (, la serie) _ z(n)y(n) es
n>1
convergente. Prueba ques /, donde% + % = 1.

Prueba que st e Y son espacios normadds,: X — Y es un operador lineal con
grafica cerrada ¥'(.X) tiene dimension finita, entoncé&ses continuo.

SeanX un espacio de Banach,un espacio normadod un subconjunto dé (X, Y).
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) I' estd acotado.

b) Para cada € X y cadag € Y* el conjunto{¢(7'(z)) : T € F'} esté acotado.
SeanX eY espacios de Banach,4/C Y* tal queA separa los puntos dé. Prueba

que siT : X — Y es una aplicacion lineal tal quéo T' € X* para todof € A,
entonced” es continua.

SeaX un espacio de Banach. Dada una aplicacion liiealX — /., se considera,
para cada €N, el funcional lineall}, : X — K definido por:

To(z) = [T(2)l(n) (zeX)
Prueba qué” es continua si, y sélo si,, € X* para todon € N.

Sedl : ¢y — ¢ la aplicacion lineal definida por

T()|(n) = %x(n) (z€co,neN)

¢EST continua? ¢ E$ abierta? ¢ E%'(c,) densa emr,?
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