
Ejercicios de Análisis Funcional

Relación 6 - Los tres principios fundamentales del AnálisisFuncional

1. SeaX un espacio vectorial,α, β : X → R dos seminormas yf ∈X♯ verificando que

|f(x)| 6 α(x) + β(x) (x∈X)

Prueba que existen dos funcionales linealesg, h ∈X♯ tales que para todox ∈X se

verifica que:

f(x) = g(x) + h(x); |g(x)| 6 α(x); |h(x)| 6 β(x)

Sugerencia: Trabaja en el espacio vectorial productoX ×X.

2. SeaX un espacio normado real,M un subespacio vectorial deX y f , g funcionales
lineales enM verificando que

|f(m)|+ |g(m)| 6 ‖m‖ (m∈M).

Prueba que existenF,G∈X∗ que extiende af y ag respectivamente y verifican que

|F (x)|+ |G(x)| 6 ‖x‖ (x∈X)

Sugerencia: Usar los funcionalesf + g y f − g.

3. SeaM = {(x, y)∈R2 : x+ y = 0} y f : M → R el funcional linealf(x,−x) = x.

Calcula la norma def cuando enM se consideran las normas inducidas por las
normas‖ ‖2, ‖ ‖1 y ‖ ‖∞ enR2. En cada caso calcula todas las posibles extensiones

def aR2 conservando la norma.

4. Consideremos el subespacio vectorial deR2 dado porM = {(x, y)∈R2 : y − 2x = 0}

y el funcionalf : M → R dado porf(x, y) = x para todo(x, y)∈M . Calcula una
extensión Hahn-Banach def en ℓ2

2
y comprueba que es única. Estudia el mismo

problema enℓ2
1
.

5. SeaX un espacio normado,M un subespacio deX y u ∈ X \ M . Prueba que la
forma linealf : M ⊕ Ku → K dada porf(m + λu) = λ es continua si, y sólo si,

u /∈ M , en cuyo caso,‖f‖ = 1/ dist(u,M).
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6. SeaX un espacio normado,M un subespacio deX y u ∈ X. Prueba que existe

f ∈X∗ tal que|f(x)| 6 dist(x,M) para todox∈X y f(u) = dist(u,M).

7. Se considera el espacio normado realℓ1 y el subespacio

M = {x∈ℓ1 : x(1)− 3x(2) = 0}

Calcula una extensión Hahn-Banach del funcionalf : M → R dado porf(x) = x(1)

para todox∈M .

8. a) SeaM un subespacio cerrado de un espacio de HilbertH y f : M → K un
funcional lineal continuo. Prueba que el funcionalF : H → K dado porF (x) =

f(PM(x)) dondePM es la proyección ortogonal sobreM es la única extensión
Hahn-Banach def .

b) En el caso en queM sea un hiperplano dado porM = {x∈H : (x | a) = 0},
dondea∈H y a 6= 0, y f : M → K venga dado porf(x) = (x | b), prueba que la

única extensión Hahn-Banach def viene dada por

F (x) = (x | b)−
(a | b)

‖a‖2
(x | a) (x∈H)

c) SeaM =
{

f ∈L2[0, 1] :
r

1

0
xf(x) dx = 0

}

y seaϕ : M → K el funcional lineal

y continuoϕ(f) =
r

1

0
x2f(x) dx para todof ∈M . Calcula la única extensión Hahn-

Banach deϕ.

9. Prueba que para cadaN ∈N existef ∈C[0, 1]∗ verificando quef(p) = p′(0) para to-
do polinomiop de grado menor o igual queN .¿Existe un funcional lineal y continuo

f enC[0, 1] tal quef(p) = p′(0) para todo polinomiop?

10. SeaX un espacio normado yx∈SX . Prueba que existe un subespacio cerradoM de
X tal queX = M ⊕Kx y dist(x,M) = 1.

11. SeanX eY espacios de Banach yT ∈L(X, Y ) un operador lineal continuo y sobre-
yectivo. SeaC ⊂ X un subconjunto no vacío deX. Prueba queT (C) es cerrado si,
y sólo si,ker(T ) + C es cerrado.

12. SeanX eY espacios de Banach yT ∈L(X, Y ) un operador lineal continuo y sobre-
yectivo. Prueba que existem > 0 tal que para todoy∈Y existex∈X conTx = y y

‖x‖ 6 m‖y‖.

Dpto. de Análisis Matemático Universidad de Granada



Ejercicios de Análisis Funcional 3

13. SeanM y N subespacios cerrados de un espacio de BanachX tales queX = M⊕N .

Prueba que existek > 0 tal que‖m‖ 6 k‖m+ n‖ para todosm∈M , n∈N .

14. Sean‖ . ‖1 y ‖ . ‖2 dos normas completas en un espacio vectorialX que tienen los
mismos funcionales lineales continuos. Prueba que dichas normas son equivalentes.

15. Límites de Banach.Seaℓ∞ el espacio de Banach de las sucesiones acotadas de
números reales. SeanT, S : ℓ∞ → ℓ∞ los operadores definidos por:

Tx = (0, x(1), x(2), x(3), . . . ), S(x) = (x(2), x(3), . . . ) (x∈ℓ∞)

SeaY = {x− Tx : x∈ℓ∞} y u la sucesión constante(1, 1, 1, . . . ).

a) Prueba quedist(u, Y ) = 1.

Sugerencia. Six ∈ ℓ∞, dadoε > 0, tiene que existir algúnn ∈ N tal que
x(n)− x(n− 1) < ε.

b) Seaϕ ∈ ℓ∗
∞

tal queϕ(u) = 1 = ‖ϕ‖ y ker(ϕ) ⊃ Y (cuya existencia es
consecuencia del teorema de Hahn-Banach). Prueba queϕ(Tx) = ϕ(x) y

ϕ(Sx) = ϕ(x).

c) Seax∈ ℓ∞ y pongamosm = ı́nf {xn : n∈N}, M = sup {xn : n∈N}. Prueba

quem 6 ϕ(x) 6 M .

Sugerencia.

∣
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d) Aplicando el resultado obtenido en el punto anterior aSm(x) deduce que para
todox∈ℓ∞ se verifica:

ĺım inf{xn} 6 ϕ(x) 6 ĺım sup{xn}

e) Seax∈ℓ∞ una sucesión periódica, es decir, existep∈N tal quex(p+n) = x(n)

para todon∈N. Calculaϕ(x).

16. Para cadan∈N seafn : ℓ∞ → K el funcional definido por

fn(x) =
x(1) + x(2) + · · ·+ x(n)

n
(x∈ℓ∞)

SeaM = {x∈ℓ∞ : {fn(x)} converge}, y definamos el operadorF : M → K por

F (x) = ĺım {fn(x)} para todox∈M .

a) Prueba quefn∈ℓ∗
∞

y que‖fn‖ = 1 para todon∈N.
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b) Prueba queM es un subespacio vectorial cerrado deℓ∞ que contiene al espacio

c de las sucesiones convergentes.

c) Prueba queF ∈M∗ con‖F‖ = 1 y queF (x) = ĺım{xn} para todox∈c.

d) Seaτ(x) = (x(2), x(3), . . . ), ∀x ∈ ℓ∞. Prueba quex − τ(x) ∈ ker(F ) ⊂ M

para todox∈ℓ∞.

e) Deduce que existeS∈ℓ∗
∞

, extensión deF , tal que‖S‖ = 1 y S(x) = S(τn(x))

para todox∈ℓ∞ y para todon∈N.

f ) Prueba queS(0, 1
2
, 0, 1

2
, . . . ) = 1

4
. ¿Cuánto valeS(1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, . . . )?

17. SeaM un subespacio vectorial de un espacio normadoX y T ∈ L(M, ℓ∞). Prueba

que existeS∈L(X, ℓ∞) que extiende aT y ‖S‖ = ‖T‖.

18. SeaH un espacio de Hilbert yS, T : H → H operadores lineales con la propiedad
de que para todosx, y∈H se verifica que(T (x) | y)) = (x | S(y)). Prueba queT y

S son continuos y‖T‖ = ‖S‖.

19. Prueba que en el espacio de BanachC([0, 1]) las funciones que son derivables en el
punto1/2 forman un conjunto de primera categoría.

20. SeaX un espacio normado yf : C → X una función entera, es decir, derivable en
C. Prueba que sif está acotada entonces es constante.

21. Prueba que siX es un espacio normado reflexivo yx∗∈X∗, entonces existex∈SX

tal quex∗(x) = ‖x∗‖.

22. SeaX un espacio de Banach. Prueba que siX∗ contiene un subespacio cerrado pro-

pio que separa los puntos deX, entoncesX no es reflexivo.

23. La aplicación identidadId : (ℓ1, ‖ . ‖1) → (ℓ1, ‖ . ‖∞) es continua. ¿Es continua su
inversa? ¿Contradice esto el teorema de los isomorfismos de Banach?

24. SeanX un espacio de Banach,Y un espacio normado yT : X → Y una aplicación
lineal. Se define una nueva norma enX mediante la expresión|||x||| = ‖x‖+ ‖T (x)‖

para todox∈X. Prueba que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a)T es continua.

b) ‖ . ‖ y ||| . ||| son normas equivalentes.

c) ||| . ||| es una norma completa enX.
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25. SeanX e Y espacios de Banach yT : X → Y una aplicación lineal y continua.

Prueba queT es inyectiva yT (X) es cerrado enY si, y sólo si, existem > 0 tal que
‖T (x)‖ > m‖x‖ para todox∈X.

26. SeaM un subespacio cerrado deℓp y deℓq. Prueba que las normas inducidas enM

por ℓp y ℓq son equivalentes.

27. Seau ∈ K
N una sucesión tal que para todox ∈ ℓ1 se verifica que la sucesión

{x(n)u(n)} está acotada. Prueba queu∈ℓ∞.

28. Seap > 1 y x ∈K
N una sucesión tal que para todoy ∈ ℓp la serie

∑

n>1

x(n)y(n) es

convergente. Prueba quex∈ℓq donde1

p
+ 1

q
= 1.

29. Prueba que siX eY son espacios normados,T : X → Y es un operador lineal con
gráfica cerrada yT (X) tiene dimensión finita, entoncesT es continuo.

30. SeanX un espacio de Banach,Y un espacio normado yF un subconjunto deL(X, Y ).
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a)F está acotado.

b) Para cadax∈X y cadag∈Y ∗ el conjunto{g(T (x)) : T ∈F} está acotado.

31. SeanX eY espacios de Banach, yA ⊂ Y ∗ tal queA separa los puntos deY . Prueba
que siT : X → Y es una aplicación lineal tal quef ◦ T ∈ X∗ para todof ∈ A,
entoncesT es continua.

32. SeaX un espacio de Banach. Dada una aplicación linealT : X → ℓ∞ se considera,
para cadan∈N, el funcional linealTn : X → K definido por:

Tn(x) = [T (x)](n) (x∈X)

Prueba queT es continua si, y sólo si,Tn∈X∗ para todon∈N.

33. SeaT : c0 → c0 la aplicación lineal definida por

[T (x)](n) =
1

n
x(n) (x∈c0, n∈N)

¿EsT continua? ¿EsT abierta? ¿EsT (c0) densa enc0?
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